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基于二次乘法特征的射影线性码
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摘　要：　基于有限域上的二次乘法特征构造了两类线性码，精确计算出了它们的参数和重量分布 . 结果表明，

第一类线性码是射影三重码，且对偶码关于球填充界几乎最优；第二类线性码是射影二重码，且对偶码关于球填充界

几乎最优 . 此外，本文还得到了一些自正交码和极小码，它们可分别用于构造量子码和安全高效访问结构上的密钥共

享方案 .
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Abstract:　 Two families of linear codes are constructed based on the quadratic multiplicative characters of finite 
fields. The parameters and weight distributions of the codes are explicitly determined. It turns out that the first family of lin⁃
ear codes are projective three-weight ones whose duals are almost optimal according to the sphere-packing bound. The sec⁃
ond family of linear codes are projective two-weight ones whose duals are also almost optimal according to the sphere-pack⁃
ing bound. Besides, some self-orthogonal codes and minimal codes are obtained. The self-orthogonal codes can be used to 
construct quantum codes and minimal codes can be used to construct secret sharing schemes with safe and sufficient access 
structures.
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1　引言

令 q = pe，p 是一个素数，r = qm，F r 表示有 r 个元素

的有限域 . 设集合 C Í F n
q，如果 C 是 F n

q 上的 F q -线性

子空间，那么称 C 是 q元线性码 . 若线性码 C 的维数为

k，最小（Hamming）距离为 d，则记C 的参数为[nkd]. 这

里 n称为线性码的码长，k表示码的信息位数，
k
n
表示码
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的传输效率，d 可用于刻画码的检错能力和纠错能

力［1］. 特别地，线性码的最小距离恰好是 C 中所有非零

码字汉明重量的最小值 . 线性码C 的对偶码定义为
C^ ={c^ Î Fn

q：< c^c >= 0 "cÎ C}

其中< c^c >表示这两个向量的欧氏内积 . 当线性码C ^

的最小距离d ^ ≥ 3时，称C 为射影码 . 有限域F q上[nk ]
射影码生成矩阵的列向量可以看作射影空间 PG (k -

1Fq )中的点 . 在编码理论中，希望构造出的线性码同时

具有高的传输效率和良好的检错、纠错能力，即
k
n
大且d

大 . 然而，nkd之间相互制约，它们满足一些界 . 参数为

[nkd]的q元线性码满足如下的球填充界 [ ]1 ：

qn ≥ qk( ∑
i = 0

ë û( )d - 1 /2

(q - 1) i( )n
i ) .参数为[nkd]的q元线性码也

满足如下的Griesmer界 [2]：n ≥ ∑
i = 0

k - 1é

ê

ê
êê
ê ù

ú

ú
úú
úd

qi
.此外，如果存在参

数为[nkd]的q元线性码，则该线性码满足Singleton界 [1]：

n ≥ k + d - 1.如果不存在参数为[nkd + 1]的线性码，则称

参数为[nkd]的码为最优码 . 如果参数为[nkd]的码为

最优码，则称参数为[nkd - 1]的码为几乎最优码. 特别地，

恰好达到Singleton界的码称为MDS码 .
线性码的重量分布是编码理论中的重要研究课

题 . 令Ai 表示码长为 n的线性码 C 中所有重量为 i的码

字个数，序列 (1A1 A2 An ) 称为 C 的重量分布，1 +

A1 z + A2 z2 + + An zn 称为 C 的重量计数器 . 线性码的

重量分布一般很难计算，文献中研究了一些特殊线性

码的重量分布［3~20］. Ding 等人在文献［21］中构造了线

性码

CD = {(Trr/q (bd1 )Trr/q (bd2 )Trr/q (bdn ))：b Î Fr}
其中集合 D ={d1 d2 dn }Í F *

r 称为线性码 C D 的定

义集 . 通过选取合适的定义集，可以构造一些重量较

少并且参数比较好的一些线性码 . 文献中已有代表

性结果如下：（1） Ding 等人利用一些 PN 函数构造定

义集，得到了一些二重码和三重码 [21]；（2） Tang 等人

用弱正则 bent 函数构造定义集，得到了一些二重码和

三重码 [3]；（3） Zhou 等人用二次函数构造定义集，得

到了一些二重码和三重码 [19]；（4） Li 等人利用一些特

殊 差 集 构 造 定 义 集 ，得 到 了 一 些 重 量 较 少 的 线

性码 [22].
线性码的概念还可以推广到有限环上，一些文献

研究了环上的线性码 [2324].
构造射影码是编码理论中比较困难的问题之一 .

本文基于有限域的二次乘法特征构造定义集，得到了

两类线性码 . 主要结果如下：（1） 借助于有限域上的指

数和分别计算出了这两类线性码的重量分布，结果表

明这两类线性码分别是三重和二重射影码；（2） 计算出

了这两类线性码对偶码的参数，结果表明对偶码关于

球填充界几乎最优 .
此外，本文还得到了一些自正交码和极小码，它们

可用于构造量子码和密钥共享方案 .
2　预备知识

2. 1　有限域上特征与指数和

定义1  有限域F r到F q的迹函数定义为

Trr/q (x)= x + xq + + xqm - 1.
乘法群F *

r 到F *
q的范函数定义为

Nqm /q( x) = x × xq × xq2

× × ×xqm - 1

= x
qm - 1
q - 1 .

显然迹函数为F r上加法满同态，范函数为F *
r 上乘

法满同态 .
定义 2  令 q = pe，p 是一个素数且 e 为正整数 . 令

ζp 表示 p 次本原复单位根，有限域 F q 上加法特征定义

为 ϕa (x)= ζ Trq/p (ax)
p  xÎ F q，其中{ϕa：aÎ F q }构成加法群

且包含F q的全部q个不同的加法特征 . 特别地，当a = 0

时，称 ϕ0 为 F q 的平凡加法特征；当 a = 1 时，称 ϕ1 为 F q

的典范加法特征 . 显然，ϕa (x)= ϕ1 (ax)xÎ F q. 令 F*
q =

Fq \{0}. 加法特征满足如下的正交关系 [17]：

∑
xÎ Fq

ϕ1 (ax)=
ì
í
î

q 若a = 0

0   若aÎ F*
q.

定义3  有限域F q 的乘法特征ψ定义为乘法群F *
q

到 复 乘 法 群 C* 的 同 态 映 射 ，即 ψ 满 足 ψ(xy)=

ψ(x)ψ(y) x yÎ F*
q. F q 的所有乘法特征可由如下函数

给出：
ψj (α

k )= ζ jk
q - 1   k = 01q - 1

其中 0 ≤ j ≤ q - 2. 特别地，ψ0 称为平凡乘法特征，η：=

ψ(q - 1)/2 称为二次乘法特征 . 乘法特征的正交关系

如下 [17]：

∑
xÎ F*

q

ψj (x)=
ì
í
î

ïï
ïï

q - 1  若 j = 0

0  若j ¹ 0.

定义 4[25]  设 ψϕ分别为 F q 的乘法特征和加法特

征 . 定义有限域上高斯和

G(ψϕ)= ∑
xÎ F*

q

ψ(x)ϕ(x).

对于非平凡特征 ϕ，称 G(ηϕ) 为 F q 上的二次高

斯和 .
引理 1[25]  令 η为 F q 的二次乘法特征，ϕ1 为 F q 的

典范加法特征，则
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    G(ηϕ1 )= (-1)e - 1 ( -1 )
(

p - 1
2

)2e
q

=
ì
í
î

ïï

ïïïï

(-1)e - 1 q                   若p º 1(mod 4)

(-1)e - 1 ( -1 )e q   若p º 3(mod 4).

定义 5  令 ϕ为F q 的非平凡加法特征，fÎ F q [x]为

正次数多项式 . 形如 ∑
cÎ F q

ϕ( f (c))的特征和称为Weil和 .
引理 2[25]  令 ϕ为F q 的非平凡加法特征，其中 q为

奇素数的方幂 .
f (x)= a2 x2 + a1 x + a0 Î Fq [x] a2 ¹ 0

则 ∑
cÎ Fq

ϕ( f (c))= ϕ(a0 - a2
1 (4a2 )-1 )η(a2 )G(ηϕ).

2. 2　Pless幂等式

设 C 是F q 上参数为[nkd ]的线性码，其重量分布

为 (1A1 A2 An ). 设 对 偶 码 C ^ 的 重 量 分 布 为

(1A^
1 A

^
2 A^

n ). 它们满足如下Pless幂等式 [25]：

　

∑
j = 0

n

Aj = qk 

∑
j = 0

n

jAj = qk - 1 (qn - n - A^
1 )

∑
j = 0

n

j2 Aj = qk - 2 ((q - 1)n(qn - n + 1)- (2qn - q

-2n + 2)A^
1 + 2A^

2 )

∑
j = 0

n

j3 Aj = qk - 3 [(q - 1)n(q2n2 - 2qn2 + 3qn - q

+n2 - 3n + 2)- (3q2n2 - 3q2n - 6qn2

+12qn + q2 - 6q + 3n2 - 9n + 6)A^
1

+6(qn - q - n + 2)A^
2 - 6A^

3 ].

 

Pless 幂等式在编码理论中常用于计算对偶码的重量

分布 .
3　主要证明及结果

令 r = qm，q 为奇素数的方幂 . 设 χ1 和 ϕ1 分别为 F r

和 F q 的典范加法特征 . 设 η和 η' 分别为 F r 和 F q 的二

次乘法特征 .
3. 1　第一类射影线性码

设C 是F q上[nkd ]线性码，C 的生成矩阵为G，长

度为 n的向量 1 = (111)Ï C . 定义C 的增信码为如下

矩阵生成的线性码：

é
ë
êêêê ù

û
úúúúG

1


则增信码
-C 的参数为[nk + 1]. 显然

-C 的传输效率大于

C 的传输效率 .

设α为F q的本原元，取定义集

D = {xÎ F *
r：η' (Trr/q (x)) = -1}

  = {xÎ F *
r：Trr/q (x)Î α α2 }

构造线性码

--CD = {(Trr/q (bx)+ c)
xÎD

：bÎ Fr cÎ Fq}.

显然
------C D 为线性码 C D = {(Trr/q (bx))

xÎD
：bÎ F r}的增信

码 . 容易看出，
------C D 的码长为 n =

(q - 1)qm - 1

2
. 当 q = 3时， 

定 义 集 D = {xÎ F *
r：Trr/q (x)Î α α2 } 等 价 于 D =

{xÎ F*
r：Trr/q (x)= -1}，此时很容易得出 C D 是射影二重

码 . 下面只考虑q > 3的情况 .
令  bÎ F *

r  cÎ F q，记

N0 =
|
|{xÎ F r：Trr/q (x)= 0Trr/q (bx)+ c = 0} |

| 

N1 =
|
|{xÎ F r：Trr/q (x)Î α α2 Trr/q (bx)+ c = 0} |

|，

N2 =
|
|{xÎ F r：Trr/q (x)Î α2 Trr/q (bx)+ c = 0} |

|.

引理3　令  bÎ F *
r  cÎ F q， 则

N0 =

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

qm - 2    若bÏ Fq
*且cÎ Fq 

qm - 1    若bÎ Fq
*且c = 0

0          若bÎ Fq
*且cÎ F*

q.

         证明   根据加法特征的正交关系

N0 =
|
|{xÎ F r：Trr/q (x)= 0Trr/q (bx)+ c = 0} |

|

=
1

q2 ( ∑xÎ F r

∑
yÎ F q

χ1 (yx) ∑
zÎ F q

χ1 (bzx)ϕ1 (zc) )
=

1

q2 (r + ∑
yÎ F *

q

∑
xÎ F r

χ1 (yx)+ ∑
zÎ F *

q

ϕ1 (zc) ∑
xÎ F r

χ1 (zbx)+ S1 ) 
（1）

其中

S1 = ∑
zÎ F *

q

ϕ1 (zc) ∑
yÎ F *

q

∑
xÎ F r

χ1 ((bz + y)x)

   =

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

0            若bÏ F *
q且cÎ F q 

r(q - 1)  若bÎ F *
q且c = 0

-r          若bÎ F *
q且cÎ F *

q.

（2）

由加法特征的正交关系，∑
yÎ F*

q

∑
xÎ Fr

χ1 (yx)= 0； ∑
zÎ F*

q

ϕ1 (zc) ∑
xÎ Fr

χ1 (bzx)= 0. （3）
根据式（1），（2），（3）可得到N0的值 . □

引理4  令 r = qm且  bÎ F *
r  cÎ F q，则
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N1 +N2 =

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

qm - 1 - qm - 2  若bÏ F q
*且cÎ F q 

0                    若bÎ F q
*且c = 0

qm - 1              若bÎ F q
*且cÎ F *

q.

证明  根据N0 N1和N2的关系，

N0 +N1 +N2 =
|
|{xÎ F r：Trr/q (bx)+ c = 0} |

| = qm - 1.

从而根据引理3可得N1 +N2的值 .  □
引理5  设 r = qm且  bÎ F *

r  cÎ F q， 则

N2 -N1 =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

0                      若bÏ F q
*且cÎ F q 

0                       若bÎ F q
*且c = 0 

qm - 1η'(-
c
b

)   若bÎ F q
*且cÎ F *

q.

 

证明　设  bÎ F *
r  cÎ F q，令

N = ∑
xÎ F r

∑
yzÎ F q

ϕ1 (y2Trr/q (x))ϕ1( )z ( )Trr/q (bx)+ c . 根据

引理2，

∑
yÎ F q

ϕ1 (y2Trr/q (x))=

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

q                  若Trr/q (x)= 0

G(η'ϕ1 )    若Trr/q (x)Î α2 

-G(η'ϕ1 ) 若Trr/q (x)Î α α2 .

根据加法特征的正交关系，

∑
zÎ F q

ϕ1 (z(Trr/q (bx)+ c))=
ì
í
î

ïï

ïï

q    若Trr/q (bx)+ c = 0

0    若Trr/q (bx)+ c ¹ 0.

故

N =N0q2 + (N2 -N1 )qG(η'ϕ1 ). （4）
另一方面，

N = r + ∑
yÎ F *

q

∑
xÎ F r

χ1 (y2 x)

+ ∑
zÎ F *

q

ϕ1 (zc) ∑
xÎ F r

χ1 (zbx)+ S2 

其中，

S2：= ∑
yÎ F*

q

∑
zÎ F*

q

ϕ1 (zc) ∑
xÎ Fr

χ1 ((z b + y2 )x).

根据加法特征的正交关系，∑
yÎ F *

q

∑
xÎ F r

χ1 (y2 x) = 0 

∑
zÎ F *

q

ϕ1 (zc) ∑
xÎ F r

χ1 (zbx)= 0.

根据加法特征的正交关系和引理2，

S2 =

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

0                                              若bÏ F *
q且cÎ F q 

r(q - 1)             若bÎ F *
q且c = 0

r ( )-1 + ∑
yÎ F q

ϕ1 (-
c
b

y2 )   若bÎ F *
q且cÎ F *

q 

           =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

0                                          若bÏ F *
q且cÎ F q  

r(q - 1)                               若bÎ F *
q且c = 0

-r + rG(η'ϕ1 )η'(-
c
b

)    若bÎ F *
q且cÎ F *

q.

所以

N =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

r                                     若bÏ F*
q且cÎ Fq 

rq                                   若bÎ F*
q且c = 0

rG(η'ϕ1 )η'(-
c
b

)       若bÎ F*
q且cÎ F*

q.

（5）

根据等式（4）和（5）、引理3可得N2 -N1的值 .  □
引理6  令m > 1，则

  ||
||||{(bc)： bÎ F *

qm 且 bÏ F *
q cÎ F q} |

|
||||

= qm + 1 - q2；

|

|
|
||
|{(bc)： bÎ F *

q cÎ F *
q 且η'(-

c
b

)= -1} |

|
|
||
|

=
(q - 1)2

2
；

  |{(bc)： bÎ F *
q且c = 0} |

+ |{(bc)： b = 0cÎ F *
q} |

+
|

|
|
||
|{(bc)： bcÎ F *

q  η'(-
c
b

)= 1} |

|
|
||
|

=
q2 + 2q - 3

2
.

证明  在 F *
q 中平方元和非平方元的个数均为

q - 1
2

，从而容易看出引理中三个等式显然成立 . □
定理 1  令 q 为奇素数的方幂，且 q > 3m > 1 r =

qm  定义集 D = {xÎ F *
r：Trr/q (x)Î α α2 }. 则增信码

------C D

是参数为
é

ë
êêêê
(q - 1)qm - 1

2
m + 1

(q - 3)qm - 1

2
ù

û
úúúú 的射影三重

码，其重量分布如表1所示 . 此外，
------C D

^
关于球填充界几

乎最优 .

证明  根据引理4和引理5可得

表1　定理1中射影码的重量分布

重量

0

(q - 3)qm - 1

2

(q - 2)qm - 1 + qm - 2

2

(q - 1)qm - 1

2

频次

1

(q - 1)2

2

qm + 1 - q2

q2 + 2q - 3
2
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N1 =

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

qm - 1 - qm - 2

2
   若bÏ F q

*  cÎ F q 

0                        若bÎ F q
* c = 0

                        或bcÎ F *
q且η'(-

c
b

)= 1

qm - 1           若bÎ F q
* cÎ F *

q且η'(-
c
b

)= -1.

设wt(c)表示码字 cÎ ------C D的汉明重量，则

wt(c)= n -N1

=

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

(q - 3)qm - 1

2
  

若bÎ F *
q cÎ F *

q 

且η′ (-
c
b

)= -1.
 

(q - 2)qm - 1 + qm - 2

2
 若bÏ F *

q cÎ F q 

(q - 1)qm - 1

2
 

若bÎ F *
q且c = 0

或b = 0且cÎ F *
q 

或bcÎ F *
q η′ (-

c
b

)= -1.

从而根据引理 6即可得到表 1中重量分布 . 下面证明该

线性码为射影码 . 令

w1 =
(q - 3)qm - 1

2
 w2 =

(q - 2)qm - 1 + qm - 2

2
 

w3 =
(q - 1)qm - 1

2
Aw1

=
(q - 1)2

2
 

Aw2
= qm + 1 - q2  Aw3

=
q2 + 2q - 3

2
.

根据Pless幂等式可以得到

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

w1 Aw1
+w2 Aw2

+w3 Aw3
= qm (qn - n - A^

1 )

w1
2 Aw1

+w2
2 Aw2

+w3
2 Aw3

               = qm - 1 ((q - 1)n(qn - n + 1)+ 2A^
2 )

w1
3 Aw1

+w2
3 Aw2

+w3
3 Aw3

= qm - 2 [(q - 1)n(q2n2

              -2qn2 + 3qn - q + n2 - 3n + 2)- 6A^
3 ].

解方程组得
A^

1 = 0A^
2 = 0A^

3 = qm - 2 (q - 1)2t > 0

其中，

t =
8q - 4qm + 1 + 7qm + qm + 2 - 4q2

48
 (q > 3) .

因此，对偶码的参数为

é

ë
êêêê
(q - 1)qm - 1

2


(q - 1)qm - 1

2
-m - 13

ù

û
úúúú，

故线性码
------C D为射影码 .

若q > 3，根据球填充界 [1]，

q
(q - 1)qm - 1

2 ≥ q
(q - 1)qm - 1

2
-m - 1

æ

è

ç

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç

ç ∑
i = 0

ê

ë

ê
êê
ê ú

û

ú
úú
úd͂^ - 1

2

(q - 1)i( )(q - 1)qm - 1

2
i

ö

ø

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷
÷

÷

÷
.

易得出
-
d
^ ≤ 4. 从而

------C D

^
关于球填充界几乎最优 .  □

推论1  C D是参数为

é

ë
êêêê
(q - 1)qm - 1

2
m

(q - 2)qm - 1 + qm - 2

2
ù

û
úúúú

的二重码，其重量分布如表2所示 .

证明 当 c = 0时，根据定理1
N1 =

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

qm - 1 - qm - 2

2
  若bÏ Fq

* 

0                       若bÎ Fq
*.

设wt(c)表示码字 cÎ C 的汉明重量， 则
    wt(c)= n -N1

=

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

(q - 2)qm - 1 + qm - 2

2
  若bÏ F *

q 

(q - 1)qm - 1

2
               若bÎ F *

q.

                                                                      □
备注：当 q > 3 情况下，可以用 Magma 验证线性码

------C D在很多情形下都是自正交码，表 3给出了一些例子 .
我们猜测这类码在 q > 3 的情况下是自正交码，证明留

给读者 .

下面给出由Magma生成的一些例子，它们与定理 1
的结果一致 .

例 1  令 q = 5 且 m = 2. 则
------C D 为 F 5 上的 [1035]射

影线性码且其重量计数器为
1 + 8z5 + 100z8 + 16z10.

其对偶码
------C D

^
为 [1073]线性码 . 此外，C D 为 F 5 上的

[1028]线性码且其重量计数器为
1 + 20z8 + 4z10.

其对偶码的参数为[1082]. 根据 http：//codetables.de/中
的Code Table可知，

------C D

^
，C D，C D

^均为最优码 .

表2　推论1中线性码的重量分布

重量

0

(q - 2)qm - 1 + qm - 2

2

(q - 1)qm - 1

2

频次

1

qm - q

q - 1

表3　定理1中自正交码的例子

m

2

3

4

2

3

2

q

5

5

5

7

7

9

参数

[1035]

[50425]

[2505125]

[21314]

[147498]

[36327]

备注

自正交

自正交

自正交

自正交

自正交

自正交
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例2  设 q = 7且m = 2，则
------C D 为F 7 上的[21314]射

影线性码且其重量计数器为
1 + 18z14 + 294z18 + 30z21.

其对偶码
------C D

^
为 [21183]线性码 . 此外，C D 为 F 7 上的

[21218]线性码且其重量计数器为
1 + 42z18 + 6z21.

其对偶码的参数为 [21192]. 根据 http：//codetables.de/
中的Code Table可知，

------C D

^
，C D，C D

^均为最优码 .
3. 1　第二类射影线性码

设 C 为线性码，如果在 C 中所有码字在相同的坐

标处删除一部分对应的坐标分量，那么所得长度变短

的线性码称为C 的收缩码 .
在本部分中，利用一类线性码的收缩码构造线

性码 .
令 r = qm F *

r2 = γ F *
q = α .作F *

r2 的陪集分解

F*
r2 = ∪

i = 0

r2 - 1
q - 1

- 1

γi F*
q.

令S ={γ0 γ1 γ
r2 - 1
q - 1

- 1
}，T = qm + 1. 取定义集

D = {xÎ S：η' (Trr/q (xT )) = -1}
  = {xÎ S：Trr/q (xT )Î α α2 }.

定义F q上的线性码

CD = {(Trr2 /q (bx))
xÎD

：bÎ Fr2}.

令 E = {xÎ F *
r2：Trr/q (xT )Î α α2 }，定义 F q 上的线

性 码 C E = {(Trr2 /q (bx))
xÎ E

：bÎ F r2}. 由 于 Trr/q (xT )=

Trr/q(Nr2 /r( x) ) 从而C E的码长

nE = | E |

   =
(q - 1)qm - 1 (qm + 1)

2
=

(q - 1)(r2q + rq)

2q2
.

引理 7  设 C E 是上文参数为 [nkd]的线性码， 其
重量计数器为

1 + Ad zd + Ad + 1 zd + 1 + + An zn，

那么线性码 C D 的参数为
é

ë
êêêê

n
q - 1

k
d

q - 1
ù

û
úúúú，并且其重量

计数器为

1 + Ad z
d

q - 1 + Ad + 1 z
d + 1
q - 1 + + An z

n
q - 1.

证明  根据 F *
r2 的陪集分解 F *

r2 = ∪
i = 0

r2 - 1
q - 1

- 1

γiF *
q，易知

E =DF *
q，从而结论显然成立 .  □

设  bÎ F *
r2，考虑集合

K0 =
|
|
||||{xÎ F r2：Trr/q (xT )= 0 Trr2 /q (bx)= 0} |

|
|||| 

K1 =
|
|
||||{xÎ F r2：Trr/q (xT )Î α α2  Trr2 /q (bx)= 0} |

|
|||| 

K2 =
|
|
||||{xÎ F r2：Trr/q (xT )Î α2  Trr2 /q (bx)= 0} |

|
||||.

引理8  设  bÎ F *
r2，η'是F *

q上的二次乘法特征，则

K0 =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

1

q2
(r2 - r(q - 1)q)   若Trr/q (bT )= 0

r2

q2
                             若Trr/q (bT )¹ 0.

证明  令 ϕ1  χ1  λ1 分为 F q，F r 和 F r2 的典范加法

特征 . 根据加法特征的正交关系，

K0 =
1

q2 ∑
xÎ F

r2

∑
yzÎ F q

ϕ1 (y Trr/q (xT ))ϕ1 (zTrr2 /q (bx))

=
1

q2 (r2 + ∑
xÎ F

r2

∑
zÎ F *

q

ϕ1 (zTrr2 /q (bx)) )
+

1

q2 ( ∑
xÎ F

r2

∑
yÎ F *

q

ϕ1 (y(Trr/q (xT )))

+ )∑
xÎ F

r2

∑
yÎ F *

q

∑
zÎ F *

q

ϕ1( )zTrr2 /q (bx)+ yTrr/q (xT )

=
1

q2 (r2 + ∑
zÎ F *

q

∑
xÎ F

r2

λ1 (zbx) + ∑
yÎ F *

q

∑
xÎ F

r2

χ1 (yxT ) )
+

1

q2 (S0 (b)+ (q - 1)2 ) 
其中

S0 (b)= ∑
xÎ F*

r2

∑
yzÎ F*

q

ϕ1( )zTrr2 /q (bx)+ yTrr/q (xT ) .

由文献［4］中引理6可知

S0 (b)=
ì
í
î

ïï

ïï

-(q - 1)2 (r + 1)          若Trr/q (bT )= 0

(q - 1)(r - q + 1)        若Trr/q (bT )¹ 0.

根据加法特征的正交关系

   ∑
yÎ F *

q

∑
xÎ F

r2

χ1 (yxT )

= ∑
yÎ F *

q
(1 + T ∑

x1 Î F *
r

χ1 (yx1 )) = -r(q - 1)
∑
zÎ F *

q

∑
xÎ F

r2

λ1 (zbx)= 0 .

从而可得K0的值 .  □
引理9  设q = pe，p是一个奇素数，bÎ F *

r2，则

K1 +K2 =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

(q - 1)(r2 + rq)

q2
  若Trr/q (bT )= 0

r2 (q - 1)

q2
            若Trr/q (bT )¹ 0.          

 

证明　　根据 K0，K1 和 K2 的关系以及 Trr/q 的性
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质，有

K0 +K1 +K2 =
|
|
||||{xÎ F r2：Trr2 /q (bx)= 0} |

|
|||| = q2m - 1. （6）

从而K1 +K2的值可根据式（6）和引理8得到 .  □
引理 10  设 q = pe，p 是一个奇素数，bÎ F *

r2，η' 是

F *
q上的二次乘法特征，则

K2 -K1 =
ì
í
î

ïï

ïï

0                                               若Trr/q (bT )= 0

-qm - 1 (q - 1)η'(-Trr/q (bT )) 若Trr/q (bT )¹ 0.

证明

令K = ∑
xÎ F r

∑
yzÎ F q

ϕ1( )y2Trr/q (xT ) ϕ1( zTrr2 /q (bx)) 
根据引理2，

∑
yÎ F q

ϕ1 (y2Trr/q (xT ))=

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

q                 若Trr/q (xT )= 0

G(η'ϕ1 )    若Trr/q (xT )Î α2  

-G(η'ϕ1 )  若Trr/q (xT )Î α2 .  

根据加法特征的正交关系，

∑
zÎ F q

ϕ1( )z ( )Trr2 /q (bx) =
ì
í
î

ïï

ïï

q      若Trr2 /q (bx)= 0

0      若Trr2 /q (bx)¹ 0.

所以，

K =K0q2 + (K2 -K1 )qG(η'ϕ1 ) （7）
另一方面，

K = r2 + ∑
zÎ F*

q

∑
xÎ F

r2

λ1 (zbx) +Ω1 +Ω2 

其中

Ω1：= ∑
yÎ F *

q

∑
xÎ F

r2

χ1 (y2 xT )，

Ω2：= ∑
xÎ F

r2

∑
yzÎ F *

q

ϕ1( )y2Trr/q (xT ) ϕ1( zTrr2 /q (bx)).
根据加法特征的正交关系和范函数的性质，∑

zÎ F*
q

∑
xÎ F

r2

λ1 (zbx)= 0 

Ω1 = (q - 1)+ T ∑
yÎ F *

q

∑
xÎ F *

r

χ1 (y2 x)

  = (q - 1)- T (q - 1)

  = -r(q - 1).

下面计算Ω2，根据迹函数的传递性，
     Ω2

= ∑
xÎ F

r2

∑
yzÎ F *

q

ϕ1( )y2Trr/q (xT ) ϕ1( )zTrr/q( )Trr2 /r (bx)

= ∑
yzÎ F *

q

∑
xÎ F

r2

ϕ1( )y2Trr/q (xT )+ zTrr/q( )Trr2 /r (bx)

= ∑
zyÎ F *

q

∑
xÎ F

r2

ϕ1( )y2Trr/q( )xqm + 1 +
bzx

y2
+

zbqm

xqm

y2
.

      

由于

    xqm + 1 +
bzx

y2
+

zbqm

xqm

y2

= ( x +
zbqm

y2 ) qm + 1

-
z2bqm + 1

y4


从而

Ω2 = ∑
yÎ F *

q

∑
zÎ F *

q

∑
xÎ F

r2

ϕ1( y2Trr/q( )x +
zbqm

y2

qm + 1 )-
z2bqm + 1

y4

      = ∑
yÎ F *

q

∑
zÎ F *

q

ϕ1( )-Trr/q( )z2bqm + 1

y2 ∑
xÎ F

r2

χ1 (y2 xqm + 1
1 ) 

其中 x1：= x +
zbqm

y2
. 根据范函数的性质和加法特征的正

交关系，∑
x1 Î F

r2

χ1 (y2 xqm + 1
1 )= 1 + (qm + 1) ∑

x'Î F *
r

χ1 (y2 x')= -r.

从而可根据引理2得

Ω2 = -r ∑
yÎ F *

q

∑
zÎ F *

q

ϕ1( )-Trr/q( )z2bT

y2

  = -r ∑
yÎ F *

q

∑
zÎ F *

q

ϕ1( )-
z2

y2
Trr/q (bT )

  =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

-r(q - 1)2         若Trr/q (bT )= 0

-r ∑
yÎ F *

q

∑
zÎ F q

ϕ1( )-
z2

y4
Trr/q (bT ) + (q - 1)r  

                           若Trr/q (bT )¹ 0.

=

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

-r(q - 1)2         若Trr/q (bT )= 0   

-r(q - 1) ( )G(η'ϕ1 )η'(-Trr/q (bT ))- 1         

                           若Trr/q (bT )= 0.   

因此，

K = r2 + ∑
zÎ F *

q

∑
xÎ F

r2

λ1 (zbx) +Ω1 +Ω2

  =
ì
í
î

ïï

ïï

r2 - r(q - 1)q                                      若Trr/q (bT )= 0

r2 - r(q - 1)G(η'ϕ1 )η'(-Trr/q (bT ))若Trr/q (bT )¹ 0.

（8）
根据等式（7），（8）以及引理 1、引理 8 可得 K2 -K1

的值 .  □
定理 2  令 q为奇素数 p的方幂，r = qm 且 m ≥ 1T =

qm + 1D = {xÎ S：Trr/q (xT )Î α α2 }其中

S ={γ0 γ1 γ
r2 - 1
q - 1

- 1
}.

则当 (qm)¹ (31)时，C D是参数为

é

ë
êêêê

q2m - 1 + qm - 1

2
2m

q2m - 1 - q2m - 2

2
ù

û
úúúú

的射影二重码，其重量分布如表 4 所示；C D
^的最小距
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离为3且关于球填充界几乎最优 .  特别地，

（1） 当m = 1且q > 3时，

C D 为 é
ë
êêêêq + 1

2
2

q - 1
2

ù
û
úúúúMDS 码 ； C D

^ 为

é
ë
êêêêq + 1

2


q - 3
2

3ù
û
úúúúMDS码；

（2） 当m > 1且q = 3时，C D为

é

ë
êêêê

32m - 1 + 3m - 1

2
2m

32m - 1 - 32m - 2

2
ù

û
úúúú自正交线性码 .

证明  根据引理9和引理10可得

K1 =

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

(q - 1)(r2 + rq)

2q2


 若Trr/q (bT )= 0或

Trr/q (bT )¹ 0且

  η'(-Trr/q (bT ))= 1

(q - 1)(r2 - rq)

2q2


若Trr/q (bT )¹ 0

且η'(-Trr/q (bT ))= -1.

设wt(c)表示码字 cÎ C E 的汉明重量，则根据 C E 的

定义可知
wt(c)= n -K1

=

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï

ï

ï

ï

(q - 1)(q2m - 1 - q2m - 2 )
2



若Trr/q (bT )= 0

或Trr/q (bT )¹ 0

且η'(-Trr/q (bT ))= 1

 

(q - 1)qm - 1 (qm - qm - 1 + 2)
2

若Trr/q (bT )¹ 0且

η'(-Trr/q (bT ))= -1
  

根据迹函数、范函数和二次特征的性质易得
|
|{b：bÎ F *

r2  Trr/q (bT )¹ 0 η'(-Trr/q (bT ))= -1} |
|

=
(q - 1)(q2m - 1 + qm - 1 )

2
；

  |
|

|
|{ }b：bÎ F *

r2且 Trr/q (bT )= 0

+ |
|

|
|{ }b：bÎ F *

r2  Trr/q (bT )¹ 0 η'(-Trr/q (bT ))= 1

=
(qm + 1)(qm + qm - 1 - 2)

2
.

从而可得C E的重量分布 . 再根据引理7即可得到表4
中C D的重量分布 . 令(qm) ¹ (31). 下面证明C D为射

影码，记

w1 =
q2m - 1 - q2m - 2

2
 

w2 =
q2m - 1 - q2m - 2 + 2qm - 1

2
 

Aw1
=

(qm + 1)(qm + qm - 1 - 2)
2

 

Aw2
=

(q - 1)(q2m - 1 + qm - 1 )
2

.

根据Pless幂等式，
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ï

ï
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ï
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w1 Aw1
+w2 Aw2

= q2m - 1 (qn - n - A^
1 )

w1
2 Aw1

+w2
2 Aw2

= q2m - 2 ((q - 1)n(qn - n + 1)

                                  +2A^
2 )

w1
3 Aw1

+w3
2 Aw2

= q2m - 3 ((q - 1)n(q2n2 - 2qn2

                                 +3qn - q + n2 - 3n + 2)

                                 -6A^
3 ).

解得
A^

1 = 0 A^
2 = 0 A^

3 = (q - 1)(q2m + qm )t

其中

t =
1

48q3 (q2m (1 + q2 )+ 4q2 (2 - q)

)    -2qm + 1 (qm - q + 3) > 0.

因此，对偶码C D
^最小距离为3. 根据球填充界 [1]

qn ≥ qn - 2m

æ

è

ç

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç

ç ∑
i = 0

ê

ë

ê
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ê ú

û

ú
úú
úd͂^ - 1
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(q - 1)i( )n
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÷
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÷

÷

÷


其中 n =
q2m - 1 + qm - 1

2
容易得出 C D

^ 的最小距离满足

d ^ ≤ 4. 从而C D
^的参数为

é

ë
êêêê

q2m - 1 + qm - 1

2


q2m - 1 + qm - 1

2
- 2m3

ù

û
úúúú

且 C D
^关于球填充界几乎最优 . 特别地，当 m = 1q > 3

时，容易看出 C D 和 C D
^均为 MDS码 . 当 m > 1q = 3时，

容易验证 C D 的两个非零重量均可以被 3整除 . 根据文

献［24］中定理 1.4.10可知，三元线性码是自正交码当且

仅当它的码字重量都可以被 3 整除 . 故当 m > 1q = 3

时，C D为自正交码 .  □
下面给出由Magma生成的一些例子，它们与定理 2

的结果完全一致 .
例 3  设 q = 3且 m = 2. 则 C D 为参数是[1549]的 3

元射影自正交线性码且其重量计数器为

1 + 50z9 + 30z12

其对偶码 C D
^为 [15113]射影线性码 . 根据 http：//co⁃

detables.de/中的Code Table可知，C D和C ^
D均为最优码 .

表4　定理2中射影码的重量分布

重量

0

q2m - 1 - q2m - 2

2

q2m - 1 - q2m - 2 + 2qm - 1

2

频次

1

(qm + 1)(qm + qm - 1 - 2)
2

(q - 1)(q2m - 1 + qm - 1 )
2
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4　总结

本文基于二次乘法特征构造了两类线性码，计算

出了它们的参数和重量分布 . 主要结果及应用如下 .
（1） 定理 1中构造的增信码

------C D 是射影三重码且其

对偶码关于球填充界几乎最优；利用 Magma 验证了当

q > 3时
------C D 在很多情形下都是自正交码，从而可以猜测

------C D在q > 3的条件下是自正交码 .
（2） 定理 2中构造的线性码 C D 是射影二重码且其

对偶码关于球填充界几乎最优 . 特别地，当 m = 1q > 3

时，C D 为 MDS码 . 当 m > 1q = 3时，C D 为自正交码 . 根

据量子码的CSS构造，C ^
D 可用于构造极小距离≥ 3的三

元量子码 [ ]26 . 令wmin wmax 分别表示定理 2中射影码 C D

的最小非零汉明重量和最大汉明重量 . 根据定理 2 和

Ashikhmin-Barg 定理 [ ]27 ，当 m ≥ 2 时，容易验证 C D 是极

小码 . 极小码可用于构造安全访问结构上的密钥共享

方案 [ ]27 .
（3） 定理 2 所得的射影二重码可用于构造强正则

图 . 对于一个有N个顶点且度数为K的正则连通图，若

任意相邻两顶点的公共相邻顶点数为 λ，任意不相邻两

顶点的公共相邻顶点数为 μ，则称该正则连通图是参数

为 (NKλμ)的强正则图 . 文献［28］研究了射影二重量

线性码和强正则图之间的关系 . 从而根据文献［28］，定

理2中射影码C D可用于构造强正则图 .
（4） 文献［29］将射影三重码和结合方案建立联系 .

根据文献［29］，定理 1中的射影三重码
------C D 可用于构造

类数为3的结合方案 .
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